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U2-modified delay system 

UDouble pipe heat exchanger 

heat balance over an element (dx) at any time: 

𝑚𝑚𝐶𝐶𝑝𝑝𝜃𝜃𝑥𝑥(𝑡𝑡) −𝑚𝑚𝐶𝐶𝑝𝑝𝜃𝜃𝑥𝑥+∆𝑥𝑥(𝑡𝑡) − 𝑈𝑈𝑈𝑈�𝜃𝜃𝑥𝑥(𝑡𝑡)− 𝜃𝜃𝑎𝑎(𝑡𝑡)� = 𝑀𝑀𝐶𝐶𝑝𝑝
𝜕𝜕𝜃𝜃𝑥𝑥(𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝜕𝜕

 

𝜃𝜃𝑎𝑎 :  temperature of the pipe or surrounding (C P

o
P)   

𝑀𝑀:  mass of fluid in the element Δx 

𝑚𝑚: mass flow rate input to pipe (kg/sec) 

U: heat transfer coefficient(w/mP

2
P.CP

o
P) 

𝐶𝐶𝑝𝑝 : specific heat of fluid (kJ/kg. CP

o
P) 

A:  surface area of the element of pipe (mP

2
P) 

𝜃𝜃𝑥𝑥+∆𝑥𝑥 = 𝜃𝜃𝑥𝑥 +
∆𝑥𝑥
1!
𝜕𝜕𝜃𝜃𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕 +

∆𝑥𝑥2

2!
𝜕𝜕2𝜃𝜃𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑥𝑥2 + ⋯ , Taylor series 

𝑚𝑚𝐶𝐶𝑝𝑝𝜃𝜃𝑥𝑥(𝑡𝑡) −𝑚𝑚𝐶𝐶𝑝𝑝 �𝜃𝜃𝑥𝑥(𝑡𝑡) +
𝜕𝜕𝜃𝜃𝑥𝑥(𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝜕𝜕

∆𝑥𝑥� − 𝑈𝑈𝑈𝑈�𝜃𝜃𝑥𝑥(𝑡𝑡) − 𝜃𝜃𝑎𝑎(𝑡𝑡)� = 𝑀𝑀𝐶𝐶𝑝𝑝
𝜕𝜕𝜃𝜃𝑥𝑥(𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝜕𝜕

 

𝑀𝑀𝐶𝐶𝑝𝑝
𝜕𝜕𝜃𝜃𝑥𝑥(𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝜃𝜃𝑥𝑥(𝑡𝑡) = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝜃𝜃𝑎𝑎(𝑡𝑡)−𝑚𝑚𝐶𝐶𝑝𝑝
𝜕𝜕𝜃𝜃𝑥𝑥(𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝜕𝜕

∆𝑥𝑥 

𝐴𝐴 = 𝜋𝜋𝜋𝜋∆𝑥𝑥   ,𝑀𝑀 = �
𝜋𝜋
4𝐷𝐷

2∆𝑥𝑥�𝜌𝜌,   𝑚𝑚 =
𝜋𝜋
4𝐷𝐷

2𝑈𝑈𝑈𝑈 

𝐶𝐶𝑝𝑝
𝐷𝐷
4 𝜌𝜌

𝜕𝜕𝜃𝜃𝑥𝑥(𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑈𝑈𝜃𝜃𝑥𝑥(𝑡𝑡) = 𝑈𝑈𝜃𝜃𝑎𝑎(𝑡𝑡)−
1
4𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷

𝜕𝜕𝜃𝜃𝑥𝑥(𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝐶𝐶𝑝𝑝  

𝐶𝐶𝑝𝑝
𝐷𝐷

4𝑈𝑈𝜌𝜌
𝜕𝜕𝜃𝜃𝑥𝑥(𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝜃𝜃𝑥𝑥(𝑡𝑡) = 𝜃𝜃𝑎𝑎(𝑡𝑡) −
1
4𝐷𝐷𝐶𝐶𝑝𝑝𝜌𝜌

𝜕𝜕𝜃𝜃𝑥𝑥(𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝜕𝜕

 

𝜏𝜏 =
𝑀𝑀𝐶𝐶𝑝𝑝
𝑈𝑈𝑈𝑈 =

𝜌𝜌𝜌𝜌𝐶𝐶𝑝𝑝
4𝑈𝑈  

𝜏𝜏
𝜕𝜕𝜃𝜃𝑥𝑥(𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝜃𝜃𝑥𝑥(𝑡𝑡) = 𝜃𝜃𝑎𝑎(𝑡𝑡)− 𝜏𝜏𝜏𝜏
𝜕𝜕𝜃𝜃𝑥𝑥(𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝜕𝜕
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𝜏𝜏𝜏𝜏𝜃𝜃𝑥𝑥(𝑠𝑠) + 𝜃𝜃𝑥𝑥(𝑠𝑠) = 𝜃𝜃𝑎𝑎(𝑠𝑠) − 𝜏𝜏𝜏𝜏
𝑑𝑑𝜃𝜃𝑥𝑥(𝑠𝑠)
𝑑𝑑𝑑𝑑

 

�
𝑑𝑑𝜃𝜃𝑥𝑥(𝑠𝑠)

(𝜏𝜏𝜏𝜏 + 1)𝜃𝜃𝑥𝑥(𝑠𝑠) − 𝜃𝜃𝑎𝑎(𝑠𝑠) = � −
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜏𝜏𝜏𝜏

𝑥𝑥=𝑙𝑙

𝑥𝑥=0

𝜃𝜃°(𝑠𝑠)

𝜃𝜃𝑖𝑖(𝑠𝑠)

 

ln
(𝜏𝜏𝜏𝜏 + 1)𝜃𝜃𝑜𝑜(𝑠𝑠) − 𝜃𝜃𝑎𝑎(𝑠𝑠)
(𝜏𝜏𝜏𝜏 + 1)𝜃𝜃𝑖𝑖(𝑠𝑠) − 𝜃𝜃𝑎𝑎(𝑠𝑠) =

−𝐿𝐿
𝜏𝜏𝜏𝜏

(𝜏𝜏𝑠𝑠 + 1) =
−𝜏𝜏𝐷𝐷𝜏𝜏
𝜏𝜏 𝑠𝑠 −

𝐿𝐿
𝜏𝜏𝜏𝜏 

(𝜏𝜏𝜏𝜏 + 1)𝜃𝜃𝑜𝑜(𝑠𝑠) − 𝜃𝜃𝑎𝑎(𝑠𝑠)
(𝜏𝜏𝜏𝜏 + 1)𝜃𝜃𝑖𝑖(𝑠𝑠) − 𝜃𝜃𝑎𝑎(𝑠𝑠) = 𝑒𝑒−𝜏𝜏𝐷𝐷𝑠𝑠 . 𝑒𝑒−

𝐿𝐿
𝜏𝜏𝜏𝜏 = 𝑘𝑘𝑒𝑒−𝜏𝜏𝐷𝐷𝑠𝑠           (1) 

𝑒𝑒−
𝐿𝐿
𝜏𝜏𝜏𝜏 = 𝑘𝑘 

If 𝜃𝜃𝑎𝑎   is constant all times 𝜃𝜃𝑎𝑎(𝑠𝑠) = 0 

𝐺𝐺(𝑠𝑠) =
𝜃𝜃𝑜𝑜(𝑠𝑠)
𝜃𝜃𝑖𝑖(𝑠𝑠) = 𝑘𝑘𝑒𝑒−𝜏𝜏𝐷𝐷𝑠𝑠                          (2)   

𝜃𝜃𝑜𝑜(𝑠𝑠)
𝜃𝜃𝑎𝑎(𝑠𝑠) =

1
(𝜏𝜏𝜏𝜏 + 1) �1 − 𝑒𝑒−𝜏𝜏𝐷𝐷𝑠𝑠 . 𝑒𝑒−

𝜏𝜏𝐷𝐷
𝜏𝜏 � 

 

 


